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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïðåäåëÿþùàÿ ðàñïðîñòðàíåíèå çâó-
êîâûõ âîëí â äâóõôðàêöèîííîé ñìåñè æèäêîñòè ñ ïîëèäèñïåðñíûìè ïàðîãàçîâûìè
è ãàçîâûìè ïóçûðüêàìè ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé. Çàïèñàíà ñèñòåìà èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ äâóõôàçíîé ñìåñè, ïîëó÷åíî äèñ-
ïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, íàéäåíà ðàâíîâåñíàÿ ñêîðîñòü çâóêà. Ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå
òåîðèè ñ ñóùåñòâóþùèìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Êëþ÷åâûå ñëîâà: çâóêîâûå
âîëíû, ïóçûðüêîâàÿ æèäêîñòü, ôàçîâûå ïðåâðàùåíèÿ, äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå
Ââåäåíèå
Èçâåñòíî, ÷òî ïðèñóòñòâèå ïóçûðüêîâ ïàðà èëè ãàçà â æèäêîñòè ñóùåñòâåííî
ìåíÿåò åå àêóñòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Èìååòñÿ çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿ-
ùåííûõ òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ âîçìóùå-
íèé â òàêèõ ñìåñÿõ. Ðàçëè÷íûå ïðîáëåìû àêóñòèêè ñìåñåé æèäêîñòåé ñ ïóçûðüêà-
ìè ãàçà èëè ïàðà ðàññìîòðåíû â èçâåñòíûõ ìîíîãðàôèÿõ [1, 2]. Îïèñàíèþ îñíîâ-
íûõ îñîáåííîñòåé äâóõôàçíûõ ñðåä ïóçûðüêîâîé ñòðóêòóðû ïîñâÿùåíà ðàáîòà [3].
Çäåñü ïðèâåäåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â æèäêî-
ñòÿõ ñ ïóçûðüêàìè ïîñòîÿííîé ìàññû è ðàáîò ïî âîëíîâîé äèíàìèêå æèäêîñòåé,
ñîäåðæàùèõ ïóçûðüêè ïàðà èëè ðàñòâîðèìîãî ãàçà. Â [4] äëÿ ñìåñè æèäêîñòè ñ ãà-
çîâûìè ïóçûðüêàìè ïîëó÷åíà äèñïåðñèîííàÿ çàâèñèìîñòü âîëíîâîãî ÷èñëà îò ÷à-
ñòîòû êîëåáàíèé è òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôàç â ñëó÷àå ïëîñêèõ âîëí, ïîêàçàíà
íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà ñæèìàåìîñòè íåñóùåé ôàçû äëÿ çàäà÷ àêóñòèêè ïóçûðüêîâûõ
æèäêîñòåé.
Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé â æèäêîñòè ñ ïîëèäèñïåðñíûìè
ïóçûðüêàìè ãàçà â òîé èëè èíîé ïîñòàíîâêå èññëåäîâàíà â [59], à ñ ìîíîäèñïåðñ-
íûìè ïóçûðüêàìè ïàðà  â [1013].
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé ñêîðîñòè çâóêà â ñìåñè âîäû ñ ïó-
çûðüêàìè ïàðà ïðèâåäåíû â [14]. Ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòà è òåîðèè ïðîâåäåíî â
[12,13].
Â ðàáîòå [15] èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ âîëí â äâóõôðàêöèîí-
íûõ ñìåñÿõ æèäêîñòè ñ ìîíîäèñïåðñíûìè ïàðîãàçîâûìè è ãàçîâûìè ïóçûðüêàìè
ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ è ðàçíîãî ñîñòàâà ñ ôàçîâûìè ïðåâðàùåíèÿìè.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ îáîáùåíèå ìîäåëè [15] íà ñëó÷àé ïîëèäèñïåðñ-
íûõ ôðàêöèé äèñïåðñíîé ôàçû.
1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ
Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ íåâîçìóùåííîé ñðåäîé, ëèíåàðèçîâàííûå
óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, êîëè÷åñòâà ïóçûðåé, èìïóëüñà, ýíåðãèè è ïóëüñàöè-
îííîãî äâèæåíèÿ èìåþò âèä [15], îáîáùåííûé íà ñëó÷àé ïîëèäèñïåðñíûõ ôðàêöèé
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Óñëîâèå íàñûùåííîñòè ïàðà íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ôàç ïðèìåì â âèäå [17]
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; j = a; b


























; G = kV 0
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c2a = kV 0cpV + kG0cpGa; 2a = kV 0V + kG0Ga; c2b = cpGb
2a = kV 0

V 0 + kG0






Çäåñü è äàëåå íèæíèå èíäåêñû 1 è 2 îòíîñÿòñÿ ê ïàðàìåòðàì æèäêîé è äèñ-
ïåðñíîé ôàçû, V è G  ê ïàðîâîìó è ãàçîâîìó êîìïîíåíòàì äèñïåðñíîé ôàçû,
  ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ôàç. Øòðèõè îáîçíà÷àþò âîçìóùåíèÿ ïàðàìåòðîâ, 0 
íà÷àëüíîå íåâîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå. Ïåðåìåííûå ñ èíäåêñîì a îòíîñÿòñÿ ê ïàðî-
ãàçîâûì ïóçûðüêàì ðàäèóñà ra , ñ èíäåêñîì b  ê ïóçûðüêàì ãàçà ðàäèóñà rb , x 
êîîðäèíàòà, t  âðåìÿ, ;   èñòèííàÿ è ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñìåñè, v1  ñêîðîñòü,
p  äàâëåíèå, n  ÷èñëî ïóçûðüêîâ â åäèíèöå îáúåìà, w  ñêîðîñòü ðàäèàëüíîãî
äâèæåíèÿ ïóçûðüêîâ,   îáúåìíîå ñîäåðæàíèå,   êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíî-
ñòè, c  óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, Nu  ÷èñëî Íóññåëüòà, k  ìàññîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ
êîìïîíåíòû äèñïåðñíîé ôàçû, RV è RG  ïàðîâàÿ è ãàçîâàÿ ïîñòîÿííûå, Sh1 
áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ìàññîîáìåíà èëè ÷èñëî Øåðâóäà, l0  óäåëüíàÿ òåï-
ëîòà ïàðîîáðàçîâàíèÿ, D1  êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, N
a(ra) è N
b(rb)  ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ïóçûðüêîâ ðàçíûõ ãàçîâ ïî ðàçìåðàì.
2. Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå
Èññëåäóåì ðåøåíèÿ '0 = fv01; 01; p01; w0a:::g ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)(3), èìåþùèå
âèä ïðîãðåññèâíûõ âîëí
'0 = A' exp[i(Kx  !t)] (4)
Çäåñü K = K + iK , Cp = !=K , i2 =  1 , ãäå K  êîìïëåêñíîå âîëíîâîå
÷èñëî, K  ëèíåéíûé êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ, Cp  ôàçîâàÿ ñêîðîñòü.
Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå â âèäå (4) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (1)(3) è èç óñëîâèÿ ñó-









Qa(H8a +H3a +H9b)  
a(1 H4a + Zb)
1 + Za + Zb
+
+3b2010
Qb(H8b +H3b +H9a)  
b(1 H4b + Za)
1 + Za + Zb
(5)
H9j = H8j +H3j +H7j
j ; Zj =
H7jH2j
H5j


























;H2a = cp1V1a ht1aia
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;H4b = mb ht1bib

















; H6b = hM4bib







































































;M4b = M2b   t3bM1b
t2b
















Âûäåëèì îòäåëüíî ñëó÷àé kV 0 = 1; kG0 = 0 , êîãäà â æèäêîñòè èìåþòñÿ íå ïàðî-
ãàçîâûå, à ÷èñòî ïàðîâûå ïóçûðüêè. Â ýòîì ñëó÷àå, â äèñïåðñèîííîì ñîîòíîøåíèè
(5) èçìåíÿòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû








; G = 1
Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà E â âûðàæåíèÿõ ñîêðàùàåòñÿ, ìîæíî ïðèíÿòü E = 1 .
Âûðàæåíèå äëÿ ðàâíîâåñíîé ñêîðîñòè çâóêà Ce â äâóõôðàêöèîííîé ñìåñè æèä-
êîñòè ñ ïîëèäèñïåðñíûìè ïàðîãàçîâûìè è ãàçîâûìè ïóçûðüêàìè ïîëó÷åíî èç äèñ-















































Â ñëó÷àå, êîãäà ïàðîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îòñóòñòâóåò, ò.å. kV 0 7! 0 , l0 7! 0 , ðàâ-
íîâåñíàÿ ñêîðîñòü çâóêà (6) ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå â [8] âûðàæåíèåì Ce .
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3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
Èññëåäóåì ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêîâûõ âîëí â äâóõôðàêöèîííîé ñìåñè âîäû ñ
ïàðîâîçäóøíûìè ïóçûðüêàìè è ïóçûðüêàìè ãåëèÿ ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ ñìåñè: p0 = 0:1 ÌÏà, T0 2 [293; 371] Ê, Nu1 = 3 , Nu2j = 10 , Sh1 = 10 ,
äëÿ çíà÷åíèé òåïëîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôàç èñïîëüçóþòñÿ äàííûå ñïðàâî÷íè-
êà [18]. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ñ ïîìîùüþ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (5).
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ çàâèñèìîñòåé ôàçîâîé ñêîðîñòè (à, á)
è ëèíåéíîãî êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ (â, ã) îò ÷àñòîòû âîçìóùåíèé f = !=2 äëÿ
ðàçíîãî ôðàêöèîííîãî ñîñòàâà äèñïåðñíîé ôàçû ïðè îáúåìíîì ñîäåðæàíèè ïàðî-
âîçäóøíûõ ïóçûðüêîâ a20 = 0:01 è ïóçûðüêîâ ãåëèÿ 
b
20 = 0:001 , ïðè íà÷àëüíîé
êîíöåíòðàöèè ïàðà kV 0 = 0:5 . Êðèâûå 1, 4 ïîñòðîåíû äëÿ ïîëèäèñïåðñíîé ñðå-
äû ïðè çíà÷åíèÿõ ðàäèóñîâ ïóçûðüêîâ ra 2 [10 4; 10 3] ì, rb 2 [10 6; 10 5] ì ñ
ðàçíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ïóçûðüêîâ ïî ðàçìåðàì. Äëÿ êðèâîé 1 ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïóçûðüêîâ ïî ðàçìåðàì âûáðàíà â âèäå N j0 (rj) = r
 3
j , à äëÿ

















































Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè ôàçîâîé ñêîðîñòè (à, á) è ëèíåéíîãî êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ (â, ã)
îò ÷àñòîòû âîçìóùåíèé
äû ïðè ôèêñèðîâàííûõ ðàäèóñàõ ïóçûðüêîâ ra0 = 10
 4 ì, rb0 = 10 6 ì, êðèâûå
3  ïðè ra0 = 10
 3 ì, rb0 = 10 5 ì. Ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ (2, 3) ïîëó÷åíû
ñ ïîìîùüþ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ [15]. Íàëè÷èå äâóõ ôðàêöèé ïóçûðüêîâ
ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ðàäèóñîâ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ äâóõ ëîêàëüíûõ ìè-
íèìóìîâ â çàâèñèìîñòÿõ ôàçîâîé ñêîðîñòè (à, á) è äâóõ ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ â
çàâèñèìîñòÿõ ëèíåéíîãî êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ (â, ã). Ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷èåì
çíà÷åíèé ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïóçûðüêîâ êàæäîé ôðàêöèè.
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Äëÿ ïîëèäèñïåðñíûõ ïóçûðüêîâ (êðèâûå 1) ìèíèìóìû Cp è ìàêñèìóìû K íà-
õîäÿòñÿ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ìèíèìóìàìè è ìàêñèìóìàìè äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ
ôðàêöèé ìîíîäèñïåðñíûõ ïóçûðüêîâ (êðèâûå 2, 3). Âûáîð ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ýôôåêòèâíîãî ñðåäíåãî ðàäèóñà ïóçûðüêîâ
è, ñîîòâåòñòâåííî, ê èçìåíåíèþ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ïóçûðüêîâ, òåì ñàìûì îêà-
çûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà äèñïåðñèþ è äèññèïàöèþ çâóêîâûõ âîëí (êðèâûå
1, 4).
4. Ñðàâíåíèå òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì
Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè çâóêà â âîäå ñ ïóçûðüêàìè ïàðà ïðè çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ ñìåñè p0 = 0:1 ÌÏà, T0 = 373 Ê ïðèâåäåíû â [14]. Ðàäèóñ ïóçûðüêîâ
ra èçìåíÿëñÿ â èíòåðâàëå 10
 5 10 4 ì. Òî÷íûõ èçìåðåíèé îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ
ïóçûðüêîâ íå ïðîâîäèëîñü. Àâòîðû ýêñïåðèìåíòà ïðèáëèçèòåëüíî îöåíèëè, ÷òî
äàííàÿ âåëè÷èíà âàðüèðóåòñÿ â èíòåðâàëå îò 0.03 äî 0.3 %.
Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé ñêîðîñòè çâóêà îò ÷àñòîòû âîç-
ìóùåíèé ñ äàííûìè ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèé, ïðè óñëîâèè, ÷òî íåò âòîðîé ôðàêöèè
ïóçûðüêîâ. Òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò òðåì ñëó÷àÿì: 1  kV 0 = 0 (âî-
äà/âîçäóõ), 2  kV 0 = 0:9 (âîäà/âîçäóõ/ïàð), 3  kV 0 = 1 (âîäà/ïàð). Îáúåìíîå












Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå ðàññ÷èòàííûõ çíà÷åíèé (1), (2), (3) ôàçîâîé ñêîðîñòè Cp ñ
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè
ìåíòàëüíûõ äàííûõ, óäàåòñÿ ïðîñëåäèòü íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå âëèÿíèå ôàçîâûõ
ïåðåõîäîâ. Ïî êðàéíåé ìåðå, íà ÷àñòîòàõ îò 103 äî 105 Ãö ÿâíî ïðîñëåæèâàåòñÿ ïå-
ðåãèá êðèâîé çàâèñèìîñòè ôàçîâîé ñêîðîñòè îò ÷àñòîòû âîçìóùåíèé ïîä âëèÿíèåì
ìàññîîáìåíà. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîé ïðîâåðêè òåîðèè íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå
ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå.
Çàêëþ÷åíèå
Òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêîâûõ âîëí â æèäêîñòè ñ ïàðî-
ãàçîâûìè ïóçûðüêàìè è ïóçûðüêàìè íåðàñòâîðèìîãî ãàçà ñ ó÷åòîì ïîëèäèñïåðñ-
íîñòè âêëþ÷åíèé, à òàêæå ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå ïî-
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ëèäèñïåðñíîñòè ïóçûðüêîâ íà äèñïåðñèþ è äèññèïàöèþ çâóêîâûõ âîëí. Â ÷àñòíîì
ñëó÷àå, êîãäà æèäêîñòü ñîñòîèò òîëüêî èç ïàðîâûõ ïóçûðüêîâ, ïðèâåäåíî ñîïî-
ñòàâëåíèå òåîðèè ñ èìåþùèìèñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè äëÿ çàâèñèìîñòè
ñêîðîñòè çâóêà îò ÷àñòîòû âîçìóùåíèé.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåí-
òà Ðîññèéñêîé ôåäåðàöèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ
ó÷åíûõ (ÌÊ-4294.2013.1, ÌÊ-2244.2014.1), ÐÔÔÈ (13-01-00135).
Summary
D.A. Gubaidullin, Yu.V. Fedorov. Propagation of sound waves in liquid with polydisperse
vapor-gas and gas bubbles.
In paper the mathematical model dening propagation of sound waves in a two-fraction
mixture of a liquid with polydisperse vapor-gas and gas bubbles with phase transformations
is presented. The system of the integro-dierential equations of the perturbed motion of two-
phase mixture is written, dispersion relation is obtained, equilibrium sound speed is found.
Comparison of the theory with existing experimental data is presented. Key words: (sound
waves, bubbly liquid, phase transformations, dispersion relation)
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